TERGEOMETRIAI BEVEZETES



1. Térelemek

— pont (0-dimenzi10s); jelolése: 4, B, C, ...
— egyenes (1-dimenzi0s); jelolése: a, b, ¢, ...
— sik (2-dimenzi0s); jelolése: a, B, v, ...

2. A sik megadasa alacsonyabb
dimenzios térelemekkel

A sikot meghatarozza:
— harom nem egy egyenesre illeszkedd
(nem kollinearis) pont;
— egy egyenes ¢s egy ra nem illeszkedd pont;
— két parhuzamos egyenes;
— két metszo egyenes.



3. Térelem-parok kolcsonos helyzete

a. Két egyenes lehet pdriuzamos, metszo vagy kitero.

— Egy parhuzamos vagy metszo egyenespar egy sikot
hataroz meg: egysikaak.

— Kitéro egyenespar esetén nincs olyan sik, amely a ket
egyenest tartalmazza (torz egyenespar).

t acesbkiterd egyenesek, 4 € a ¢€s
B € b az egyenesek tetszdleges
pontjai.

Ekkor a t=AB egyenes metszi
a-t és b-t1s: t az a €s b kitérd
egyenesek egy transzverzalisa.

Az AB szakaszt transzverzalis
szakasznak 1s mondjuk.




b. Egyenes és sik kolcsonos helyzete.
— Ha nincs kozos pontjuk, (definicio szerint) parhuza-
mosnak mondjuk oket.
Allitas: LEgy egyenes pontosan

/
akkor par},tuz,amos egy ot, nem O
tartalmazo sikkal, ha a sik tar- /
talmaz az adott egyenessel péir- // 2

huzamos egyenest.

ella o eza A daca: ella
— Ha egyetlen k6z0s pontjuk van, / /

metszik egymast (a metszes-
pontot doféspontnak 1s mond-
hatjuk): D=en a.

— Ha két kozos pontjuk 1s van, akkor az egyenes minden
pontja a sikon van, az egyenes illeszkedik a sikra:

e C Q.




c. Két sik kolcsonos helyzete.

— Ha nincs kozos pontjuk, (definici6 szerint) parhuza-
mosnak mondjuk oket.

Allitas: Két sik pontosan akkor

/ : e o
parhuzamos, ha az egyikben ><

talalhato két egymast metszo TNy 5
egyenes, amelyek mindketten / ;

parhuzamosak a masik sikkal.
ol|lB < de fc o metszok:

ellB A~ 1P

Az ¢l0z0 (b) pontot 1s figyelembe e v
veve: a || & de fca /){/
A Ju, vc B metsz0 egyenes- — B
pérok: elu A f] v /)(7




— Ha ket (kiillonb0z0) siknak van
egy k0z0s pontja, akkor végte-
len sok kozos pontjuk is 1étezik,
amelyek egy egyenest, a két sik
metszesvonaldt alkotjak:

m=ao N P.




4. Térelemek hajlasszoge

a. Metszo egyenesek szoge. A két egyenes az altaluk
meghatarozott sikot négy szogtartomanyra osztja,
amelyek koziil az egymassal szemkoztiek (a cstcs-
szogek egyenlOsége miatt) egybevagok.

a Ekkor a két egyenes szogét a

kisebbik (90°-nal nem nagyobb)
tartomany mértekeként definial

b juk: (@, b). = <90°

Ha két egyenes szoge 90°, akkor az egyeneseket
merdlegesnek mondjuk.

A tovabbi hajlasszogek értelmezeset erre az esetre
vezetjuk vissza.



b. Kitéro egyenesek szoge.
a u

/ d
b %

A tér egy tetszoOleges P pontjan at az a ¢s b kitéro egye-
nesekkel parhuzamos u és v egyeneseket vesziink, €s
ezen metszo egyenesek szogeként értelmezziik a és b
szOget:

P tetszoleges, P e ulla, P € v|| b,

(a, b).=(u, v).= 0.
Az egyallasu szogek tétele miatt, ez a definici6 fiigget-
len P megvalasztasatol.
Hasonl6 megfontolasbol a parhuzamos egyenesek szo-

ge 0°-nak adodik.



c. Egyenes és sik merolegessége. ln

Egy egyenes (definicid szerint)
meroleges egy sikra, ha meroleges

. I 4 |
annak minden egyenesére. o |

Allitas: Egy egyenes pontosan
akkor meroleges egy sikra, ha
talalhato a sikban két egymdst -
metszo egyenes, amelyek mero- }&
legesekra. nlo < de fca /gy i

metszok: nle A nlf

Allitas: Ha egy egyenes meroleges egy sikra, akkor
a) a vele parhuzamos egyenesek mindegyike is mero-

legesrda: nL o A elln = el q;
b) az egyenes meroleges a sikkal parhuzamos bdarmely
masik sikrais: n Lo A el]|la = n Le.




— gy egy egyenes meghatarozza a ra meréleges siko-
kat (azok allasat), ¢s forditva, egy sik meghatarozza
a 4 merdleges egyeneseket (azok allasat).

— Egy adott sikra merdleges egyenest a sik normalisa-
nak 1s szokas nevezni.

Allitas (hdrom merdleges tétele): P
Legyen adott egy sik és a sikban e~
egy egyenes, tovabbd (a sikon ki- / D, /
viil) egy pont. Iekintsiik a pont- l e \\m
bol a sikra és az egyenesre bocsa- n

tott egy-egy merolegest. Akkor az ezek talppontjat
osszekoto egyenes is meroleges az adott egyenesre:

eca, (Pga)A Penla D=nna
ANPemle T=mne (T'ea) = [=DT Le.



d. Sikok hajlasszoge.

Ha a két sik nem metszi egymast,
akkor parhuzamosak, ¢s igy a
hajlasszogiik 0.

Ha a sikok metszik egymast,
akkor a metszésvonalra egy tet-
szoleges pontjan dat merolegest
allitunk mindkét sikban, és ezek szogével értelmezziik
a sitkok hajldasszogét: m=o NP, M e m, Meaca,
alm Mebcf, bLm (a,B)-=(a,b)=0.

A metszésvonal 1rranyabol nézve lat- B n,
hatd, hogy a sikok normalisainak Vy:
szoge megegyezik a sikok szogevel o\ m
(merdleges szaru hegyesszogek): O l;l \

Ptetsz, Pen,la, PenglB; (a,p): Za(na,nﬁ)z = Q.



Allitas: Két sik pontosan akkor
meroleges egymasra, ha egyi-
kiik tartalmaz a masikra mero-
leges egyenest.

alPB < daca: alf

Kovetkezmény: Ha egy egyenes
merodleges egy sikra, akkor az
egyenesen atfektetett barmely
sik 1s merodleges ra.

Allitas: Ha egy egyenes nem me-
roleges egy adott sikra, akkor
az egyenesen dat pontosan egy
olyan sik fektetheto, amely az
adott sikra meroleges.

—(eLa) = dlececela




e. Egyenes és sik hajlasszoge.

Ha az egyenes nem metszi a sikot, akkor parhuzamosak,
¢s igy a hajlasszogiik 0°, ha pedig merdlegesek egy-
masra, akkor hajlasszogiik 90°.

Ha az egyenes metszi a sikot, és nem
merdleges ra, akkor hajlasszogiiket
az egyenesnek s a sikra eso me- |
roleges vetiiletének szogével értel- Ai I D
mezziik. nl \

A meroleges vetuletet peldaul az
egyenes egy pontjabodl a sikra bocsatott merdleges
talppontja ¢s a sikon levd doféspont hatdrozza meg.
D=ena, Ee€e (E#D) tetszoleges, £ € n 1 a,
T'=nna, e*=DT; (e, )= (e, e™).= .

Az abra alapjan — az ETD derékszogli haromszogbdl —
adodik, hogy a hajldsszog az egyenes és a sik norma-
lisa dltal bezart szog potszoge: @ = 90°— (e, n).




5. Térelemek tavolsaga

a. Pont és sik tavolsaga a pont és P
a pontbol a sikra bocsatott mero-
leges talppontjanak tdvolsdgaként/ . r /
ertelmezheto: a |
Penla T=nno; |Pal=|PT In

b. egyenes és sik tavolsaga 0, ha van kozos pontjuk,
egyebként pedig, ha parhuzamosak, az egyenes egy
tetszOleges pontjanak ¢s a siknak a tavolsaga lesz,
ami fliggetlen a pont megvalasztasatol.

c. két sik tavolsaga 0, ha van k6zos pontjuk (metszik
egymast, vagy egybeesnek), egyebkeént pedig, ha
parhuzamosak, az egyik sik egy tetszdleges pontja-
nak ¢s a masik siknak a tavolsaga lesz, ami most 1s
fliggetlen a pont megvalasztasatol.



d. Kitéro egyenesek tavolsaga.

Allitas: Két kitérd egyenesnek
egyertelmiuen létzik olyan transz-
verzalisa, amelyen a transzverza-
lis szakasz hossza minimdlis.

Ez a transzverzalis a két egyenes

_normaltranszverzalisa.

Allitas: A normaltranszverzalis
mindkét egyenest merolegesen
metszi.

Az a ¢és b egyenesek normaltranszverzalisanak eldallita-
sahoz folvessziik az a-n atfektetett, b-vel parhuzamos

¢ sikot. Ekkor az a-n és b-n atfektetett e-ra merdleges

a ¢s 3 sikok metszésvonalakeént kapjuk az n normal-
transzverzalist.
A két egyenes tavolsdga a normaltranszverzalis-szakasz

hossza: |ab| = |eb| = |4B|.




6. Térgeometriai szerkesztések

Elvi megallapodasok a sikban megszokott szerkesztési
1épések térbeli altalanositasara:

a. Ha adott harom, nem egy egyenesre illeszkedo pont,
akkor az altaluk meghatarozott sikot is adottnak
tekintjiik. Tehat 3d-vonalzonkkal (elvileg) megrajzol-
hatjuk a pontokon atfektetett sikot, ahogy sikbeli
szerkesztés soran két pontot 0sszekotd egyenest meg-
rajzolhatunk egy szokasos vonalzoval.

b. Ha adott két metszo sik, akkor metszésvonalukat is
ismertnek tekinthetjiik. Tehat ket sik metszésvonalat
hasonloképpen kijelolhetjiik, mint ahogyan egy sikbeli
szekesztés soran két metszo egyenes kozos pontjat 1s
kijelolhettiik.



c. Ha adott egy sik, akkor abban a (megengedett) sikbeli
szerkesztések elvégezhetok. Ez a megallapodas teremt
kapcsolatot az a ¢s b pontokban leirt 1épesek €s a
szokasos sikbel1 szerkesztesi 1épések kozott.

Igy elvi szinten (4brazolasmodtol fiiggetleniil) gondol-
hatjuk végig a térgeometriai feladatok megoldasat. Az
egyes abrazolast modokban pedig az a, b €s ¢ pontok-
ban leirt Iepéseket implementalva, ténylegesen 1s meg-
oldhatjuk a feladatokat.

A kétképsikos abrazolas eseteben példaul az a ponttal
osszhangban adottnak tekintjiik a térelemekkel meghata-
rozott sikot. Kidolgozunk egy eljarast két tetszoleges
sik metszésvonaldnak szerkesztésére, ezzel megvalosit-
va a b pontot. Végiil egy teszoleges sikot képsikkal par-
huzamos helyzetbe transzformalva (v. leforgatva) a sik-
beli szerkeszteések 1s elvégezhetOk lesznek ¢ szerint.
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